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Andlisis Matemadtico 1. Examen III

Ejercicio 1 (2 puntos, 0.5 cada apartado). Contesta, razonadamente, si las afirma-
ciones que siguen son verdaderas o falsas.

a) f e C[R", R™), ACR" cerrado = f(A) cerrado en R™.

f e CR", R™), ACR" acotado = f(A) acotado en R™.

) ( ),
b) f € C(R", R™), A C R" abierto = f(A) abierto en R™.
) ( ),
d) f e C[R" R™), ACR" arcoconexo = f(A) arcoconexo en R™.
Ejercicio 2 (5 puntos). Considera la funcién
sen(x) cos(y) .
fR R fey)={ o 070
1 six =10

Calcula razonadamente, el subconjunto A de R? donde f es continua.

Ejercicio 3 (3 puntos). Sea

> +y? (z,y)eQxQ

fR—R ﬂL”:{0 (.9) ¢ Q x Q

Demuestra que f es continua en (zg,yo) <= (zo,%0) = (0,0).
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Ejercicio 1 (2 puntos, 0.5 cada apartado). Contesta, razonadamente, si las afirma-
ciones que siguen son verdaderas o falsas.

a) f e C@R" R™), ACR" cerrado = f(A) cerrado en R™.
Falso. Como contraejemplo tomamos n = m = 1 y la funcién arctan : R —
(=m/2,7/2). Tomando el cerrado R, tenemos que arctan(R) = (—7/2,7/2). Que es
un abierto en R (con la topologia usual).

b) f e C(R", R™), A C R" abierto = f(A) abierto en R™.
Falso. Como contraejemplo tomamos n = m = 1 y la funciéon f : R —
R, f(z) = ¢, Yz € R. Tomando el abierto R, tenemos que f(R) = {c}. Que es
un cerrado en R (con la topologia usual).

¢) feCR" R™), ACR" acotado = f(A) acotado en R™. B
Verdadero. A acotado = A compacto = f(A) compacto = f(A) acotado.
Como f(A) C f(A), f(A) es acotado.

d) f e CR™ R™), AC R" arcoconexo = f(A) arcoconexo en R™.
Verdadero. Yy, ys € f(A), 1,20 € A|f(x1) = y1, f(22) = yo. Como 1,25 €
Ay A arcoconexo = 3y : [0,1] — A continua, tal que v(0) = z1,v(1) = zs.
Ahora
0,1] L A L5 f(A)

0—>ZL’1—>y1
1—>$2—>y2

fovy:[0,1] — f(A) es un arcocontinuo, contenido en f(A) que conecta y;
con ys.

Ejercicio 2 (5 puntos). Considera la funcién

sen(x)cos(y) .
fR R fep={ « 77"
1 stz =10

Calcula razonadamente, el subconjunto A de R? donde f es continua.

Sea (xg,%0) € R2. Si zy # 0, f es continua en (xg,%o) por el cardcter local de la
continuidad y la expresiéon de f cuando z # 0 (producto, cociente, etc. de funciones
continuas). ;Es continua en los puntos xy = 0, (0,y0)?

Y

(Ou yO)
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Sean
lim T =1, lim T = Cos
o f( ) (my)%(oyo)f( . Y) (%0)
=0 z#0

Luego f es continua en (0,yg) <= cos(yg) =1 <= y € {2rk: k€ Z} = B
Consecuentemente A = {(z,y) € R? : x # 0} U {(0,y) : y € B}.

Ejercicio 3 (3 puntos). Sea

2> +y2, (r,y)€eQxQ

f:R? — R, f(:l?,y)Z{O (2,9) ¢ Q x Q

Demuestra que f es continua en (xg,yo) <= (zo,%0) = (0,0).

Comprobemos que es continua en (0,0). Si (xg,y0) = (0,0),

lim f(z,y) =0, lim f(z,y)=0

(z,9)—(0,0) (z,9)—(0,0)
(z,9)€QXQ (z,9)2QxQ

Luego f es continua en (0,0) pues

0= lm f(z,y) = f(0,0)

(z,y)—(0,0)

Comprobemos que es continua sélo en ese punto. Si (g, yo) # (0,0) = x3+y2 > 0

lim  f(z,y) =0, lm  f(z,y) = 25 +yg
(z,y)—(x0,%0) (x,y)—(z0,Y0)
(z,9)¢QxQ (z,5)€QxQ

Astd  lim  f(z,y) = f no continua en (zg,yo).
(z,y)—=(w0,90)

Por lo tanto queda demostrado que f es continua en (xg,%y) <= (Zo,Y0) =
(0,0).
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